1. Granica i ciaglo$é funkceji

Zadanie 1. Oblicz:
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Zadanie 2. Sprawdz', czy istnieje lim f(x). Jezeli istnieje, to podaj jej wartos$¢.
X—X0

—-7x+6

a) f(x) |2X 2| 'x0= 1
3* -2 dla x < 2
Mf@)_&gﬂmx—®+ﬁ dla x> 2°%0 =2
x%2—4
0) f(x)={x+2 dla x<—2;x0=_2

3x+6 dax>-2

Zadanie 3. Dla jakich warto$ci parametru m istnieje lim f(x), jezeli:
X—X0

a) feo={*%

—-m dlax<1x
4x2 42 dlax>1""°"

=1

(B3x —m)? dla x> 2
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x2-2x
Zadanie 4. Oblicz:
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Zadanie 5. Oblicz:
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3—x

c)

x—>—1F X%+x

3+2x

d) lim

x—5— |x2-25]|

d) lim (V4x% +x —2 — 2x)

X—00

2—5x
e) lim —————
x——o00V3x2—-5x+2

f) lim —x(\/4x2 +2x)

x—>—00 2

Zadanie 6. Wyznacz réwnania asymptot wykresow funkcji okreslonych wzorami:

a) f(x) == sz
0 f0) = 5o

0 fx) =22 &) f() =——+x
X3 . 5—2x2
Q) ) = 57— h ) =i



Zadanie 7. Zbadaj, czy funkcja f jest ciagla w punkcie x,.

x2-3x+2
dla x e R\ {1}
a) fl)=4 72 \ %=1
—= dla x =1
2
log;(2x —3) dla x > 15
& f(x)={1—x dia x < 15°%0 = 1°
» <

x%2-9

C) f(X) — {_|x—3| dla x < 3}X0 =3
2—2% dlax=>3

Zadanie 8. Dla jakich wartosci parametru m funkcja jest ciaggla w punkcie x,?

x2-5x

a) flx) = {—3x dla x # O;X0 —0
mx®+2m dlax=0
x2—5x+4

b) f(x) ={ |2x-2| dla x < Ly, =1
3x+2m—1 dlax=>1

Zadanie 9. Wykaz, ze podane funkcje sg ciaggle w zbiorze R.

x%-16

a) f(X) — {—x_4 dla x < 4
3x—4 dlax=>4

x> —=5x+4+3 dlax<o0
b) f(x)=1{log,(2x +8) dla x € (0,4)
2% —12 dla x >4

Zadanie 10. Dla jakich wartosci parametrow podana funkcja jest ciaggla w zbiorze R?

x%2-3x+2

a) f(X)={ 1 dla x #1
3*+m dlax=1

kx?+ Qk—1x+1 dlax<1
b ={
) fO=1ox _3p 41 dla x> 1

x3—3x2%—4x+12

— dla x € R\ {~2,3}

c) fx)= mx?—2kx+1 dlax=-2
kx+m dla x =3

Zadanie 11. Wyznacz punkty nieciaglo$ci funkcji oraz podaj maksymalne przedzialy, w ktérych
funkcja jest ciagla.

x-1

a) ]c(x): x2+x-2

dla x € R\ {-2,1}

dax=-2vx=1

W=

3lx| -2 dlax< -1

b) f(x) = yx2 dla x € (—1,2)
3* —4  dla x> 2
lxt3| dla x < —3
|x]-3

) f(x)= logs(x +12) dla x € (—3,15)
2x — 27 dla x € (15,50)



Il1. Pochodna i jej zastosowanie

Zadanie 1. Korzystajac z definicji pochodnej funkcji f w punkcie x,, oblicz:

a) f'(=1) jezeli f(x)=2x%-3
b) f(2) jezeli f(x) =

c) f'(k) jezeli f(x) =V2x— 1,k € G oo)

Zadanie 2. Sprawdz, czy podana funkcja jest rozniczkowalna w punkcie x,.

a) f(x)=2x—|x|; xp=0

_(—=x?+2x dla x < 3. _
b) f(x)_{x2—10x+5 dla x >3’ %o =

Zadanie 3. Stosujac podane wzory, oblicz pochodng kazdej z funkcji.

a) f(x)=3x2—§+5\/97—3sinx+1

b) f() = Jx2xVx

c) f(x) =;—§+ Yx —2tgx + 3x*
d) f(x) =2x—3)cosx
Zadanie 4. Oblicz:

Q) f'(3) jezeli f(x) = ’jf;;

b) f'(=1) jezeli f(x) =

2+2x+2

Zadanie 5. Oblicz pochodne funkcji ztozonych:

a) f(x)=(2x?—-5x+3)°
b) f(x) =vV5x3—2x+1
¢) f(x) = cos(5x%—3)

d) f(x) =sin®x

e) f(x)=cos3®(2x—2)

o fO0) =200
) f()_m
0) flx) =2

) fx)=*—1)°% Vx

9 FOo =i
0y £ = ()
) G =5

Zadanie 6. Rozwigz rownanie f'(x) = 9, jezeli f(x) = x3 — 3x% + 5.

Zadanie 7. Dla jakich warto$ci k zachodzi zwigzek f'(3) > 3, jezeli f(x) = —2x2% + (k + 2)x — 3?

Zadanie 8. Rozwigz nieréwno$¢ f'(x) < 0, jezeli f(x) =

Zadanie 9. Dana jest funkcja f(x) =

2x 2+k

2+2

. Dla jakich wartosci k prawdziwa jest rownos¢: f'(2) = =9

64

Zadanie 10. Dla jakich wartosci m: f(x) > f'(x) dla kazdego x € R, jezeli f(x) = x? + mx + 4?

2
Zadanie 11. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = ji—l w punkcie o odcigtej xo = 2.

Zadanie 12. Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = x3 4+ 2x% 4+ 8x + 16 w punkcie

przecigcia wykresu z osig 0X.

Zadanie 13. Wyznacz miare kata przeciecia wykresu funkcji f(x) = 1;—x z osig 0X.



Zadanie 14. Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkcji f(x) =

jest rowna 1.
Zadanie 15. Napisz rownania wszystkich stycznych do krzywej:
a) f(x)=2x3—3x%+5iro6wnolegtych do prostej y = 12x — 1

b) f(x) = i—:z i rownolegtych do prostej y —3x +1 =0
¢) f(x) =x3+x?+x+ 11iprostopadtych do prostej y = —1,5x + 2

d) f(x) = ’;%5 i nachylonych do osi 0X pod katem 35°

Zadanie 16. Wykaz, ze styczne do wykresu funkcji f(x) =

poprowadzone w punktach, dla ktorych
f(x) = 1, przecinajg si¢ w poczatku ukladu wspotrzednych pod ke}tem prostym.

Zadanie 17. Dana jest funkcja f(x) =% i a > 0. Wykaz, ze pole trojkata ograniczonego osiami ukladu
wspohrzgdnych oraz styczng do wykresu funkcji przyjmuje stalg wartos¢ w kazdym punkcie tego wykresu.
Oblicz to pole.

Zadanie 18. Dana jest funkcja f(x) = 16x2 + idlax # 0. Uzasadnij, ze prosta przechodzaca przez poczatek

uktadu wspotrzednych i styczna do wykresu funkcji f jest okreslona rownaniem y = 12x.

Zadanie 19. Wyznacz przedzialy monotonicznosci podanych funkcji, okresl ich ekstrema i podaj ich
wartos¢.

8) F(x)=—x>+x7+8 Q) fO0) =272
b) f(x) =—2x*+ 8x3
) Jl) = et B N F0O =
C) f()_ 2+4 2
) fa) =5
d) f(0) =—"— ;
Do) =
e) f()_2x+x4- ?
) fO) =3xt =3x8 —ix? x4 1
N FO0 =52 ) f(x) = x5 —5x* +5x3— 1

Zadanie 20. Dla jakich wartosci m funkcja f(x) = —2x3 + 3x2 + mx + 6 + m jest malejagca w R?
Zadanie 21. Dla jakich wartosci m funkcja f(x) = x> + 4x2 + mx — 5 jest rosngca w R?
Zadanie 22. Dla jakich wartosci m funkcja f(x) = 4x3 + 5mx? 4+ 5(9 — m) nie posiada ekstremow?

Zadanie 23. Funkcja f(x) = ax® + bx + 2 osiagga dla x = —1 ekstremum roéwne 4. Oblicz a i b oraz
rozstrzygnij, czy to maksimum czy minimum.

x24+mx+k

Zadanie 24. Funkcja f(x) =

monotonicznosci tej funkcji.

osiaga dla x = 3 maksimum réwne 1. Podaj maksymalne przedziaty

Zadanie 25. Funkcja f(x) =
wykresu tej funkcji w punk01e 0 0d01e;teJ réwnej 2.

Zadanie 26. Zbadaj liczbe ekstremow funkcji f(x) = ax® + x? + x + b w zalezno$ci od parametrow a i b.



Zadanie 27. Wyznacz najmniejszg i najwieksza wartos$¢ funkcji w podanym zbiorze A.
— 23 _ 22 _c.oA—(_—

a) f(x)=x>-3x*+6x—-5; A=(-1,1) d) flx) =

b) f(x) =x*—x2-2; A=(-1,2)

A =(0,4)

2+2x+4

e) f()_T A=(-3,-1)

4

c) f(x) =x+§; A =(1,3)
Zadanie 28. Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierowno$¢ x* — x2 — 2x + 3 > 0.
Zadanie 29. Wykaz, ze dla x € R, zachodzi nieréwnoéé x> > x3 — 2x.

Zadanie 30. Wykaz, ze rownanie x3 — x? — 5x + 3 = 0 ma 3 rozne pierwiastki.

Zadanie 31. Wykaz, ze rownanie x2°18 + ax + b = 0 z niewiadoma x ma co najwyzej 2 rozwigzania.

Zadanie 32. Wykaz, ze jezeli a > 0, to rownanie x3 + ax? + a(a + 1)x — (a + 1)2 = 0 ma dokladnie
1 rozwigzanie.

Zadanie 33. Dla jakich wartosci m funkcja f(x) = §x3 —3(m+ 1)x? + m?x — 3m — 1 posiada ekstrema?

Zadanie 34. Okresl liczbe rozwigzan réwnania f(x) = k w zalezno$ci od parametru k, jezeli:

a) f(x)=x3+3x?—-4 &) f(x)=
x%-1

b) Fo) =572

x2— 5x+4|

) fO)=1x-D>+2(x -1+ (x-1)|

c) f(x)=x;‘j; g) f(x) = (22) 4+
d) f(x) _-xz —4|x|

Zadanie 35. Wyznacz zbior wartosci funkcji:

-2

a) f(x)=—— b) f(x) =22 0) flx)=

2+1

Zadanie 36. Wiedzac, ze x4, x, s3 réznymi pierwiastkami rownania (m? — 1)x? — 2x + i, zbadaj przebieg

zmiennos$ci funkcji f(m) = x; + x5.

I11l. Optymalizacja — geometria plaska

Zadanie 1. Ogrod ma ksztalt prostokata o powierzchni 450 m?, ktory jest przylegly jednym z bokéw do
budynku. Ogrod nalezy ogrodzi¢ plotem. Jakie powinny by¢ wymiary ogrodu, aby dlugos¢ plotu byta
najmniejsza?

Zadanie 2. Na kole o promieniu 4 cm opisano trojkat prostokatny. Wyznacz dtugosci bokéw trojkata, ktory
ma najmniejsze pole.

Zadanie 3. W okrag o promieniu R wpisano trojkat rownoramienny ostrokatny. Odleglos¢ podstawy trojkata
od srodka okrggu oznaczono przez x. Dla jakiej warto$ci x pole trojkata jest najwigksze? Oblicz to pole.

Zadanie 4. (MATURA 2016) Parabola y = 2 — %xz przecina o$ 0X w punktach A = (—=2,0) i B = (2,0).

Rozpatrujemy wszystkie trapezy rownoramienne ABCD, ktorych dtuzsza podstawa jest AB, a konce C i D
krotszej podstawy leza na paraboli. Wyznacz pole trapezu ABCD w zalezno$ci od pierwszej wspotrzedne;j
wierzchotka C. Oblicz wspotrzedne wierzchotka C tak, aby pole trapezu bylo najwigksze.

Zadanie 5. Prosta przechodzaca przez punkt P = (2, 2) odcina na dodatnich potosiach uktadu wspotrzednych
odcinki, ktorych suma dlugosci jest najmniejsza. Znajdz rownanie tej proste;.



Zadanie 6. Wyznacz najwickszg warto$¢ pola prostokata, ktorego dwa wierzchotki lezg na paraboli y = x2,
a dwa pozostate na cigciwie paraboli wyznaczonej przez prosta y = 3.

Zadanie 7. Wyznacz najwigksza warto$§¢ pola prostokata, ktorego dwa wierzchotki lezg na paraboli
y = x? — 4x + 4, a dwa pozostale na cigciwie paraboli wyznaczonej przez prostg y = 3.

Zadanie 8. Wyznacz maksymalne pole rombu, jezeli bok rombu ma dlugos¢ a.

Zadanie 9. Rozpatrujemy trapezy rownoramienne, w ktorych krotsza podstawa i ramiona maja dhugosé 5 cm.
Wyznacz dlugos¢ dluzszej podstawy, aby pole trapezy byto najwigksze i oblicz to pole.

Zadanie 10. Pole trapezu rownoramiennego wynosi 4. Jakg najmniejszg dlugo$¢ ma przekatna tego trapezu i
ile musi wynosi¢ wtedy wysokos¢ tego trapezu?

Zadanie 11. W poéikole o promieniu 6 cm wpisujemy trapez, ktorego dtuzsza podstawa jest Srednicg potkola.
Oblicz najwicksze pole takiego trapezu.

Zadanie 12. Dany jest wykres paraboli y = x2 dla x > 0. Prosta [ styczna do wykresu paraboli wraz z
prostymi: x =0, y = 0 i y = 4 wyznacza trapez. Oblicz wspotrzedne takiego punktu stycznos$ci, aby ten
trapez miat najmniejsze pole. Oblicz warto$¢ tego pola.

Zadanie 13. Obwad trojkata prostokatnego wynosi 8. Jakie najwigksze pole ma ten trojkat?

Zadanie 14. W koto o $rednicy 6 cm wpisano prostokat o najwickszym polu. Oblicz dlugosci bokdéw tego
prostokata.

Zadanie 15. Dwa wierzcholki prostokata leza na osi Xm a pozostate dwa naleza do paraboli y = 4 — x?2 i
znajduja si¢ powyzej osi X. Oblicz najwigksze pole tego prostokata.

Zadanie 16. (MATURA 2018) W trapez rownoramienny mozna wpisa¢ okrag, a suma dlugosci dtuzszej
podstawy a i wysoko$ci trapezu Wynosi 2.

a) Dla jakich wartosci a istnieje trapez o podanych wiasnosciach?
2_
b) Wykaz, ze obwod L trapezu wyraza sie wzorem L(a) = fa”-8a+8

c) Oblicz tangens kata ostrego tego sposrod rozpatrywanych trapezow, ktoérego obwod jest najmniejszy.

V. Optymalizacja — geometria przestrzenna

Zadanie 1. Majac kwadratowy arkusz blachy o krawe¢dzi 50 cm, wycinamy na jego rogach kwadraty
0 boku x tak, aby powstala siatka otwartego pudetka o najwigkszej objetosci. Oblicz x i wyznacz te objetosc.

Zadanie 2. Dany jest graniastostup prawidlowy trojkatny, w ktorym suma wszystkich krawedzi wynosi 18.
Oblicz najwigksza objetos¢ tego graniastoshupa.

Zadanie 3. Wyznacz wymiary walca o polu catkowitym 1507 tak, aby jego objetos¢ byta najwigksza i oblicz
te objetosce.
Zadanie 4. Przekrdj osiowy walca jest prostokatem o obwodzie 2p. Oblicz najwigksza objetos¢ tego walca.

Zadanie 5. W kulg o promieniu r wpisano walec o najwigkszej objetosci. Wyznacz stosunek objetosci kuli
do objetosci walca.

Zadanie 6. Pole powierzchni bocznej stozka wynosi 657, a promien podstawy ma ditugos¢ 5. Oblicz
najwieksza objetos¢ walca wpisanego w ten stozek.

Zadanie 7. Producent postanowil rozlewaé¢ sok do kartonow w ksztalcie prostopadlo$cianu o pojemnosci
1,8 1. Stosunek dlugosci krawedzi podstaw wynosi 2 : 3. Podaj wymiary pudetka, aby na jego wykonanie
zuzy¢ jak najmniej tektury.



Zadanie 8. Objetos¢ graniastostupa prawidtowego trojkatnego wynosi 6 %’ Oblicz najmniejsze pole catkowite

tego graniastostupa.

Zadanie 9. (MATURA 2015) Przekrojem osiowym stozka jest trojkat o obwodzie 20. Oblicz najwigksza
objetos¢ tego stozka.

Zadanie 10. Jakie wymiary nalezy nada¢ puszce do konserw w ksztalcie walca 0 objetosci V, aby na jej
wykonanie zuzy¢ jak najmniej materiatu?

Zadanie 11. Wyznacz najwigkszg objetos¢ stozka, ktorego tworzaca ma dlugos$¢ 6 cm.

Zadanie 12. Krawedzie podstaw prostopadio$cianu sg w stosunku 3 : 4, a przekatna prostopadloscianu ma
dhugo$¢ 10v/2. Oblicz najwieksze pole powierzchni bocznej tego prostopadioscianu.

Zadanie 13. (MATURA 2017) Rozpatrujemy wszystkiec walce o polu calkowitym P. Oblicz wysokos¢
1 promien podstawy tego walca, ktérego objetos¢ jest najwieksza. Oblicz te najwieksza objetose.

Zadanie 14. Prostokat o obwodzie 48 obracamy wokot krotszego boku. Wyznacz dlugosci bokow prostokata,
aby objetos¢ powstatego walca byla najwigksza.

V. Optymalizacja — pozostale zadania

Zadanie 1. Oblicz najmniejszg warto$é wyrazenia 2x3 + y3 + z3 jezelix +y =2 ix+z = 1.

Zadanie 2. Suma dwoch liczb rzeczywistych dodatnich wynosi 2. Wyznacz najmniejszg warto$¢, jakg moze
osigga¢ suma odwrotnosci tych liczb.

Zadanie 3. Wydajnos¢ pracy pewnego robotnika zmienia si¢ w czasie o$miogodzinnego dnia pracy i po t
godzinach, gdzie t € (7°° — 1590), osigga wartoé¢ W(t) = 60 + 9t + t? — §t3. O ktorej godzinie jego
wydajnos$¢ jest najwigksza?

Zadanie 4. Dla jakiej warto$ci parametru m suma sze$ciandw pierwiastkOw ponizszego rdéwnania jest
najmniejsza? Oblicz warto$¢ tej sumy. x2 + mx +m? —3 =0

Zadanie 5. Wyznacz najmniejszg warto$¢, jaka moze przyja¢ suma odwrotno$ci pierwiastkoOw réwnania
x2—8x+k?*+4=0.



